MPSI 8323 ) ) a rendre le 7 octobre
2024-2025 Devoir maison 2 L.PETION

Vous devez le faire par groupe de 2 ou 3.

Exercice 1 :Une fonction

1—2
On pose f(z) = arctan ( T x)

1. Déterminer le domaine de définition de f, son domaine de dérivation.
2. Calculer f'. Simplifier f.

3. Retrouver ce résultat a ’aide de la trigonomeétrie.

Exercice 2 : Relation d’ordre et injection
Soit (E, <) un ensemble ordonné (cela siginifie que < est une relation d’ordre définie sur F). Pour tout élément x de
E on définit la partie ¢(z) = {t € E/t < x}

1. Montrer que : V(z,y) € E?(z < y <= ¢(x) C ¢(y))

2. Démontrer que ¢ est une injection de F dans P(F). Est-ce une surjection ?

3. Réciproquement, soit ® est une injection de E dans P(E). On définit une relation binaire R définie sur F
par : ¥(z,y) € E?, (+Ry <= ®(z) C ®(y)) Montrer que R est une relation d’ordre.

Cauchy-Schwarz et Hardy

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient ag, ..., ay,,bg, ..., b, des réels fixés. On souhaite prouver I'inégalité suivante :

n n n
Z arby| < Z ai Z bi
k=0 k=0 k=0
(a) Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas ot ag = a1 =+ =a, =0
(b) On suppose maintenant qu’au moins un des réels ag, . .., a, est non nul.

n
Et on pose Vo € R, S(x) = Z(akm + by)?
k=0
Montrer que S est une fonction polynomiale de degré 2, puis montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz. (On
pourra calculer le discriminant et essayer de comprendre quel est son signe)

2. Soient (z1,T2,...,Tn,Y1,---,Yn) € ]Rj_Qn On pose m = min{x—k,k’ €1,n]} et M = mam{ﬂ,k € [1,n]}
Yk Yk

(a) Montrer que Z zp% +mM Z 2 < (m+ M) Z Tk
k=1 k=1 k=1

(b) Montrer que ¥Y(z,y) € R,?, \/zy < x —; Y
) . n n m+ M n
(¢) En déduire que : ;x;ﬂ ;ka < WoSvi ;xkyk
3. Inégalité de Hardy
Soit n € N*. Soient (ay,...,a,) € R}"
k k 2 2
k(k+1
(a) i. Montrer que Vk € [1,n] : Zapz L > ((;—)>
p=1 p=1 Clp
ii. En déduire Vinegalite ; i <42n:p2 Xn: L
. En déduire 'in : — < =y —
k:1a1+~-~+ak p:lapk:pk(k+1>2
2 1 1
(b) i. Montrer que Vk e N*, ———— < — — ———

E(k+1)2 ~ k2 (k+1)2






