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Vous devez le faire par groupe de 2 ou 3.

Polynômes et théorème de Tchebychev,

On dé�nit une suite de polynômes (Tn)(appelés polynômes de Tchebychev de première espèce) par la relation de

récurrence suivante :

{
T0 = 1; T1 = X

∀n ⩾ 0, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn

Théorème de Tchebychev Soit P ∈ R[X] un polynôme unitaire de degré n ⩾ 1

max
−1⩽x⩽1

|P (x)| ⩾ 1

2n−1

1. Étude élémentaire des polynômes Tn

(a) Expliciter Ti pour i = 2 et i = 3.

(b) Montrer que : ∀n ∈ N∗, Tn est un polynôme de degré n dont on donnera son coe�cient dominant.

(c) Montrer que ∀n ∈ N,∀θ ∈ R, Tn(cos(θ)) = cos(nθ)

(d) Déterminer Tn(1) et Tn(−1) pour n ∈ N
2. Etude des racines de Tn et Tn

′ pour n ∈ N∗

(a) Déterminer les racines de Tn et la factorisation de Tn .

(b) Déterminer de même les racines de Tn
′.

On notera s1 < s2 < · · · < sn−1 ces racines

(c) Calculer Tn(s1), . . . , Tn(sn−1) ;

3. Démonstration du théorème de Tchebychev

Soit n ∈ N∗ et Q un polynôme unitaire de degré n

(a) Justi�er l'existence de max
−1⩽x⩽1

|Q(x)|.

On dé�nit Qn = Tn − 2n−1Q

(b) Montrer que deg(Qn) ⩽ n− 1

(c) On suppose que max
−1⩽x⩽1

|Q(x)| < 1

2n−1

i. Montrer que Qn ̸= 0

ii. Trouver une contradiction

(d) Démontrer le théorème de Tchebychev.
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