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Vous devez le faire par groupe de 2 ou 3.

Polynémes et théoréme de Tchebychev,

On définit une suite de polynomes (7},)(appelés polynomes de Tchebychev de premiére espéce) par la relation de
To=1; Ty = X

Vi > 0,Tpys = 2XTpi1 — T

Théoréme de Tchebychev Soit P € R[X] un polynome unitaire de degré n > 1

récurrence suivante :

1
_max [P()] > o

1. Etude élémentaire des polynéomes T},

(a) Expliciter T; pour i = 2 et i = 3.
(b) Montrer que : Vn € N*,T,, est un polynome de degré n dont on donnera son coefficient dominant.
(c) Montrer que Vn € N,V8 € R, T,,(cos(8)) = cos(nb)

(d) Déterminer T, (1) et T,,(—1) pour n € N
2. Etude des racines de T}, et T}, pour n € N*

(a) Déterminer les racines de T, et la factorisation de T, .

(b) Déterminer de méme les racines de T,

On notera s1 < 89 < -++ < S,_1 Cces racines

(c) Calculer Ty, (s1),. .., Tn(Sn—1);
3. Démonstration du théoréme de Tchebychev

Soit n € N* et @ un polynéme unitaire de degré n

Justifier l'exist d .
(a) Justifier 'existence de _]1[%%)%1'@(%)‘

On définit Q, =T, —2"'Q
(b) Montrer que deg(Q,) <n—1
1
gn—1

(¢) On suppose que _{13};1 |Q(z)| <

i. Montrer que @,, # 0
ii. Trouver une contradiction

(d) Démontrer le théoréme de Tchebychev.



